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�� 	�+�� ������� �� 4$�� &��&���� ��&������ 
�����������
�� ��� �%3� ��&������� &����������� �&���� ��+�, 5�&���� ���
	�+�� �����	���� 6� &��&���� &������� ���� ����" �� � ������" �� ������
��� ��
	������� �� ���� ��� ����&�� ��� �	���, 
���� ����
���
������� 	����
��� �����7&����� ������� ��� 	�����
��&� ���
�����6����� �� &��&���� 819:8;9" 
� 	��&����� 	����&� ����
�� �
	�&��
�� ������ 	�����
��&�" �� ��7&���� ��� �&&����� ����
�� ��������
�� ��&������ �� ��� ��
	���������+��� ������ <�+ 6�&���� �� ��
������� � 	��� �� ��
������� =����� �� ��� �	��
������� ���	 ���
���� �� 6� �>�&���� ��
����� ��
��,
�����������" �>������ ����
�� ��
������� &�� 6� &���������� ����

�+� &������" ��
���&�� ��� �������&�� 
������, 
�� ��
���&��

������ �		�� ��� 7���� ��������&� 
����� ?��%@ �� 7����
���
��� 
����� ?��%@ �� �������� ���� �A������� �� 2� ����
+��= �A�������, 5���� �� ��� 2� ���+��= �A�������" �������

������ ��� 	��	���� �� �
	���� ��� ��� ��
�, ��� �>�
	��"
��� ����������������&������
	��&�� 6���� 
����� 819" ��� 
����
����� ����&���� 6���� 
����� 8B9" ��� ��� 
��������� 
����� 8)9,
5�&���� �� ��� <�>�6����� ��� ������� +��� &�
	��&���� ����&����"
��� ��
���&�� ���
�+��= �� �����6�� ��� ��� 6�&=���� ����� ��
������ <�+ ��&� �� ��� 	��� ������ ����
�� ����7&�����,
�� 	������ ��� �� 809" ��� ��
	���������+��� ������ ������ 6�

6������ �� ��� ����� ������ ����� ��&� �� ����
����+��� <����
	������� ��� 	��&�
���, 
� ���� � �������6�� �&&����� ��
	���
����� 	����&���� +��� ������ &�
	��������� ������" ���� 	��	����
�� �&&����� &�
	�&� ����
�� 
���� ��� 
������� �A�������� ����
�������� &���7&����� �� ��� 	��������� 	�&=��� ��� �����&����&�
������ ��� ��� 6������� &��������� �� ���" ��� 	������� � ��
���
�&�� 
����� ��� ��� ��
	������� &��&������� �� ���,
�������� ��
���&�� 
������ &�� 6� ����&��� �		���� �� ��
�

����� ��� ��
	������� ������6����� �� ��� 
���� 	��	���� �� 809"
���� ��� ��� �����6�� ��� ��� ����� ��
	���������+��� ������ �����
6�&���� ���� ��A���� ��� ����
� 
������ �� ������ ��6������ ����
�� ��� ����&�� ��� ������� 6���� +����� � ���� ����� &���� �� ���
��	 �����&� �� ���" ��� ��� 
������� �� ��6������ &�� 6� �������
�� ��
�������� ������ ��� ����� ������ ����� 8C9, 5�&���� ��


��� +��= +�� ��		����� �� 	��� 6� '������� �&���&� ����&�� �� 
��+��" ��
	��� 6� %�� �
( ������
" ��� �� 	��� 6� ��� 2�����&� ������ �� '�
(, D�
��� �������� �� ��� '������� ������ ��� !����	�����
��&� ��
	����� ��� &�
	����
��
� ��� ��&�������,

��� ����
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������" � ���� ��� �� ������ �A������� ��� ���
������������ ��
	������� �� ��6������ ����� ���� �� 6� ������� ����
�� ���� ��� ��
	������� ������6����� &���� �� ��� ����&� ����� ��
�� ��������,
3� ��� &�������" �������&�� 
������ ��� ���� &��������� ��� ���

����� ������ ����� 6�&���� ���� ����� ����&��� 	�����
��� ��� ����
�
� 
������ �� ������ ��6������ ��� ���� &���������
 ��	��������
����� ��� ��� ��
	������� ������6�����, 3�� �������&�� &������� ��
����
�� ������� �� ��� �����E� ���&���� 6���� 
����� 8;9, �� 8;9"
��� ������� �		���� ��� �����E� ���&���� �� ��� ��
������	������
�������E� �A������ ��� ���� ���� ������� ��������
 ?��
@ ��
�������� ��� ������������ ��
	������� ������6�����, !��&�" ���
&�
	��������� &��� &�� 6� ���� O(MN log2 MN)" +���� M "
��� N ��� ��
6��� �� ��������� �� ��� 	�+�� ������� 
�	 �����
x�" ��� y�����&�����" ���	�&������, !�+����" ��� &��������� ����
�� ����� ���
������� �� ��� ���� ������ 6�&���� ��� ���������
&����� ������ 6���� �� ��
������	������ �������E� �A������ 8;9
&�� ��� ����� &�	���� ��� ��������� &����&�������&� �� �������� ����
�A�������, �� ���+� �� 8;9" ��� ����&����� 	����� ���� �� 6�
����� ������ �� �&����� �
��� �������� �����, �������
���" �� ��
���� ��� ������ ����� ��
	������� &��&�������" 6�� ��� ���������
�������� �� ���� ��&������ +���� 	�����
��� ��� ����
�& ����
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�� �������� 809:8;9,

� ����&�
� ����� �����&�
����" ��� 
�F�� &�����6������ ���
• D� �
	���� ��� &��������&� ���� �� �������&�� �������� ���
������ ����� ��
	������� ������6����� ��� 	������ � �����
����� ��
	������� ��
������� 6� ��������� ����������� ��������
��������
� ?��
@ 8G9 �� &������&� � ��� �� �	����� 6���� ���
����� &�����	������ ��
��������� &���7&�����, 
�� 	��	����

����� &�� �&&������� ����
��� ��� ��
	������� ������6�����
�� �����&��	 +��� ���� �
��� ����&����� 	����� ?Nx ��� Ny@
�� 6���� �� ��� �	����� ��
���, 
�� �>	���
����� �������
	�������� �� ��&���� �4 ���+ ���� NxNy &�� 6� ��� ����
���� MN +������ ������ ��� �&&���&� &�
	���� +��� 8;9,

• D� ������	 � ��
 ��=� ���������� ��������
 �� ��7&������
�������� ��� ��
	������� 
�	 �� ��� ���� &����" ��� ���
&�
	��������� &��� �� �� ����� �� O(MN log2 NxNy)" +����
Nx" ��� Ny ��� ����&����� 	����� �� 6���� ����� x�" ��� y�
����&�����" ���	�&������,


�� ���� �� ���� 	�	�� �� ��������� �� �����+�, �����" ��� ����
��

������� ��� ��� ����� ������ ����� �� �������&�� �� ��&���� ��,

���" ��� �����&��	 ����
�� ��
������� 6� ����� ��� ��
 ��&��
��A��" ��� ��� 	��	���� ��
	������� ���������� ��������
 ���
���&��6�� �� ��&���� ���, �������" ��� �>	���
����� ������� ���
&��&������� ��� ����� �� ��&���� �4 ��� 4" ���	�&������,

��, 
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!� ��2$ �����' �
���
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� &�
	�&� ����&���� +��&� &������� �� ��� 	��
��� ���� <�+ 	���"
��� ��&������ ���� <�+ 	���" ��� ��� ���� �������� &����&�������&
�� ��&� 
�&��H6��&= �� ����&�� ��� 809 �� ���+� �� ���, 1,
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��� ���� <�+ 	��� �� &�
	���� �� ����
�� �������&�

�������" ���� �	������" ��� ���� ���=, 
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���, 1, ��
	�&� ����
�� 
���� �� ��� ����� ������ �����,

?��5@, 
�� ���&������ 6��&=� �� ��� ��� ��� 
������ �� 
���
	�+�� ����&�� ����&��� �� ��� ��	 �����&� �� ���,

�� ������ ��
	������� T (r, t) �� ��� &�����	������ �� ���

�
6���� ��
	������� &�� 6� �������� 6� ��� �����+��� ����
�������� �A������� 8C9,

∇ · (κ(r)∇T (r, t))=σ(r)
∂T (r, t)

∂t
; r ∈ D ?1@

κ(r)
∂T (r, t)

∂nbs

+ hbsT (r, t)= fbs(r) ?B@

+���� r = (x, y, z)" κ(r) �� ��� ����
�� &����&������ ?W/m·◦C@
�� ���" σ(r) �� ��� 	����&� �� ��� ������� �� 
������ ���
�	�&�7& ���� ?J/m3·◦C@ �� ���" ∇ �� ��� ������� �	������"
DI?*"Lx@×?*"Ly@×?−Lz "*@ �� ��� ��
������ �� ���" Lx ��� Ly

��� ��� ������� ����� �� ���" Lz �� ��� ���&=���� �� ���" hbs ��
��� ������������� &���7&���� �� ��� 6������� �����&�" bs" �� ���"
fbs

(r) �� ��� ���� <�> ���&���� �� ��� 6������� �����&�" ���
∂/∂n bs �� ��� ��������������� ����� ��� ���+��� ����&���� ���
��
�� ��� 6������� �����&�,

� 	������ �������6�� �&&���&� +��� ������ &�
	��������� ������

������ ��� ����������� ��
	���������+��� �	��
������� 	��&�����"
������������� &���7&����� �� ��� 6������� �����&�� �� ��� ������
6� �		��	������� 
������, 5���� �� ��� 
���� 	��	���� �� 809"
��� ���� �������� &���7&����� �� 	��
��� 	��� &�� 6� �A�������
�� �� ����&���� ���� �������� &���7&���� hp 6� &�
6����� ���
����&� �� ��&� &�
	����� �� ��� 	��
��� 	���, ���&� ��� ������
������ �� �����&����&�� �� ��� ������6�� �� ��� ����� ������ �����"
809 
������ ��� �����&����&� ����� �� �� �A�������� ����
��
��������&� 6� ����
����� ��� ������� 6���� �� ��� ����������
����&���� ����
	���� �� 
���� ��� �����&���& 
�������, D��� ���

���� �� ��&� �����&����&� �����" ��� ���� �������� &���7&����� ��
��&������ 	��� &�� 6� ��
	��7�� �� 6� �� �A�������� ���� ��������
&���7&���� hs 6� ���&=��� ��� ����
�� ��������&� �� ��&� �����
+��� �H3 	��� ��� ��5,
5�&���� �� ��� &��	 ��� 	�&=��� ����&�����" ��� ���� �� �����&��

�����&� �� ����&��� ���� ���� ��� ���� �� ���������� �����&� ��� ���
����
�� &����&������ �� ��� �� 
�&� ���� ���� ��� ������ �� 	��
���
��� ��&������ ���� �������� 	����, 
��������" ��� 6������� &�����
���� �� �����&�� �����&� �� ��� �� 6� ����6���& 8;9, 
�� ���� ��������
&����&�������& �� ���&������ 6��&=� �� ��� ��� �� 
������ �� ��
�A�������� ���� �A������ +��� 
��� 	�+�� ���������� ����&��
����&��� �� ��� ��	 �����&� �� ��� ��� ��6������,
�������" �������� �� �������" ��� ����
�� 	���
�����" κ(r)

��� σ(r)" �� ��� ��� 	����������	������" ��� ���������� �� �����
����
�� 	���
����� ��� ������� ��� �����7&���" ��� �� ���������
�� 809:8;9" ����� 	���
����� &�� 6� ������� �� &�������� +����
	�����
��� ��� ��
	���������+��� <����	������� ��� 	��&�
���,
5���� �� ��� �6��� 
����" ��� ���� ��������� �A������� �� ���

��� ��� ����� ������ ����� &�� 6� ���+������ ��

κ∇
2
T (x, y, z, t)=σ

∂T (x, y, z, t)

∂t
; (x, y, z) ∈ D ?)@

∂T (x, y, z, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0,Lx

=
∂T (x, y, z, t)

∂y

∣∣∣∣
y=0,Ly

= 0 ?0@

κ
∂T (x, y, z, t)

∂z

∣∣∣∣
z=−Lz

=hpT (x, y,−Lz, t) ?C@

κ
∂T (x, y, z, t)

∂z

∣∣∣∣
z=0

=hsT (x, y, 0, t) + p(x, y, t) ?;@

!���" p(x, y, t) �� ��� 	�+�� ������� ?W/m2@ �� ��� ��	 �����&�
�� ��� ��� T (x, y, z, 0) I *,
5� ���&�������� ��� 	�+�� ����&� 	���� �� ��� ��	 �� ��� ����

MN ���� &����" +���� M ��� N ��� ��
6��� �� �������� �����
x� ��� y�����&�����" ���	�&������" ��� 	�+�� ������� p(x, y, t) &��
6� ��+������ ��

p(x, y, t) =

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

pmnΠmn(x, y)Hmn(t), ?G@

+���� Πmn(x, y) �� ��� ����&��� ���&���� +��� ������� �����
�A������ �� 1 ���� +��� (x, y) �� �� [mΔx, (m + 1)Δx] ×
[nΔy, (n + 1)Δy]" ΔxILxHM " ΔyILyHN " m ��� n ��� ����&��
�� ���������" ��� pmn ��� Hmn(t) ��� ��� ������� 	�+�� �������
��� ��� ������� ��H��� ���&���� �� ���� &��� ?m" n@" ���	�&������,
�� &��&������� ��� ������ ����� ��
	�������" Hmn(t) �� �

���� ���	 ���&����, 3����+���" �� �� �� ������&���� �	�&�7�� ��
�
�������� ���&���� 8)9, D��� �6��� ������
��� �A�������" ��� ����
�� �� ��� ��� ������ ��
	������� ������6����� �� ��� &�����	������
�� ��� �
6���� ��
	�������,

���, �($$��!�� 
!�2%�$ ��%($�
�3'

�� &�
	��������� 	��&����� �� ��
 ��&����� �+� ���	� 8G9, ��

��� 6��������" � ��� �� �		��	����� 6���� �� ��������� 6� � �����
�
&�
	���6�� ��>������ 	��6��
, ������� ���������� ���� �� 6�
�����+�� ��� &������� ���� ��>������ 	��6��
, �������" ��� ��>������
	��6��
 ������ 6� �� ��
���� �� ��� �������� 	��6��
, ��&�����"
��� ��������� 6���� ���� �� 6� &�
	������ ���������
������ ��
������ ��� &��������&� �� 
��� �� ��� �		��>�
���� ��
	�������
������6����� 8G9, �������" ��� ���������
�� 6���� ������ 6� ��
�
����	������ ��� ��7&���&� &������������, ����� 6���� 6���� &���
����&���" ��� ��
	������� ������6����� &�� 6� �>	������ 6� �����
6���� +��� �����6�� ��
��������� &���7&�����,
�� ��>� �+� ��6��&�����" ��+ �� �		�� ��� �6��� 	��&����� ��

��� �����&��	 ����
�� �������� +��� 6� ���&��6�� �� ������, �����
����" ��� &�
	�&� ���
��� +��� 6� ����� �� &��&����� ��� �������
������������ ��
	������� ������6�����" ��� ��� &��������&� ����
�
	����
��� ���� ��� �����E� ���&���� 6���� 
����� 8;9 +��� 6�
	������ ���, �������" +� +��� ������	 ���� ���������� ��������
�
��� ��� ��
 6���� ���
�������" ��� ������� ��� 
����� �� 	�����

��� ��������� ����
�� ��
�������,

	
 	��
�
��� ������� ��� �������
�� 	������
��� ����
�� �����

�� ��>������ 	��6��
 &�� 6� �������&�� 6� &���������� ���

��
�������� 	��6��
 +��&� ��� �������� �� ��
	������� �������
6����� �����7�� ��
�������� ������
��� �A������� ?)@�?;@ +���
p(x, y, t) = 0, �� ������ �� 8G9" ��� ��>������ 	��6��
 &�� 6�
��� �����+��� ����
�$�������� 	��6��
 +��� �	�&�7& 6�������
&���������,

∇
2
φilq(x, y, z)+λ

2
ilqφilq(x, y, z)=0; (x, y, z) ∈ D ?/@

∂φilq(x, y, z)

∂x

∣∣∣∣
x=0,Lx

=
∂φilq(x, y, z)

∂y

∣∣∣∣
y=0,Ly

= 0 ?-@

κ
∂φilq(x, y, z)

∂z

∣∣∣∣
z=−Lz

= hpφilq(x, y,−Lz) ?1*@

κ
∂φilq(x, y, z)

∂z

∣∣∣∣
z=0

= hsφilq(x, y, 0) ?11@
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�� ��������� �� ����
�$�������� 	��6��
 ���
 � ��� �� &�
�
	������ ���������
�� 6���� �� ��� �	����� ��
��� �� ���" ���
����� ������� ���
 &�� 6� ����� �� 8G9, 5� �		����� ��� �������
���
 ���� ��� 	��6��
" ������� hs �� 6� ���� ?
��� ����
	����
�� ���� ��� &�
	����� ��� 
����� +��� 8;9 ����� ��� ��
�
�>	���
����� �������, 3�� ������ &�� ������ ��=� ���� �&&���� ���
����&� �� ��&��� ���� <�+ 	���,@" ��� +��� ������� 
���	��������"
φilq(x, y, z) &�� 6� ��� ��

φilq(x, y, z) =
cos( iπx

Lx
) cos( lπy

Ly
) cos(λzq z)√

Nilq

, ?1B@

+���� NilqIθilLxLyNzq " θ00I1/2" θi0Iθ0lI1H0" θilI1H/
+��� i�=* ��� l �=*" Nzq

ILzJκHhp×sin2(λzq
Lz)" ���

κHhp×λzqIcot
(
λzqLz

)
,


���� ���������" φilq(x, y, z)E�" ��� &����� ��������&�����, ��&�
�� ���
 ��� � &�����	������ �������� ����������" λ2

ilq " ��� Nilq

�� ��� ���
������ �����, ��&� ���������� �� �A��� ��

λ
2
ilq = λ

2
xi

+ λ
2
yl

+ λ
2
zq

, ?1)@

+���� λ2
xi
I(iπ/L x)

2 ��� λ2
yl
I(lπ/L y)

2, 
�� λ2
xi
" λ2

yl
" λ2

zq
���

����������� �� x�" y�" ��� z�����&�����" ��� λzq
&�� 6� ������ 6�

�		����� ��� '�+����2�	���� 
����� 8-9,
�����������" ��� �A�������� ����
�� &����&������ �� ��&��� ����

<�+ 	��� ������ ��� 6� ����, ������� hs �� 6� ���� +��&� �� ���
��
� �� 8;9 �� ���� ��� &�
	����� ��� 
����� +��� 8;9 �����
��� ��
� �>	���
����� �������, 
�� ����&� �� ��&��� ���� <�+
	��� &�� 6� ������ ��=�� ���� �&&���� �� ��� ������ 6�&���� ���
������� �������� �� ����
�$�������� 	��6��
 ������� ��=�� hs

���� �&&����, 
���" ���� ��� &�
	��������� ���
���� �� Nzq
���

λzq ��� ������ �� 6� 
���7��" ��� ���� +��� ��� ��<���&� ���
���������� �� &�
	��������� ���
��� ��� ���������� ��������
 ��
��� ��
	������� �� ��� ��
������ 	������ �� ���� +��=,

�
 ������ �����������
�� ��� �
�������
�� ���� !
����
���&� ��� ��������� 6���� ��� &�
	������ ���������
�� ��

��� �	����� ��
��� �� ���" T (x, y, z, t) &�� 6� �		��>�
���� 6�
T̂ (x, y, z, t) ��

T̂ (x, y, z, t) =

Nz−1∑
q=0

Ny−1∑
l=0

Nx−1∑
i=0

ψilq(t)φilq(x, y, z), ?10@

+���� ψilq(t) �� ��� ��
��������� &���7&����" Nx" Ny " ��� Nz

��� ����&����� 	����� �� x�" y�" ��� z�����&�����" ���	�&������,
!���" ��� 
�F�� ���� �� �� 7�� �� �������&�� �>	�������

�� ψilq(t) ��� �&������� �� �&&����� ��
	������� �		��>�
��
����, ��6��������� �A������ ?10@ ���� ?3@" ��� �������� ���&����
r(x, y, z, t) �� �A��� ��

r(x, y, z, t) = κ∇
2
ε(x, y, z, t) − σ

∂ε(x, y, z, t)

∂t
, ?1C@

+���� ε(x, y, z, t) = T (x, y, z, t) − T̂ (x, y, z, t),

� �&&������� �		��>�
��� T (x, y, z, t) 6� �A������ ?10@" ���

���
 �� r(x, y, z, t) ������ 6� �� �
��� �� 	����6��, �� �����
�� �&����� ���� ����" ��� �����+��� ���	� ��� 	�����
�� �� 7��
��� ������� �>	������� �� ψilq(t), ��� �� ��� ��
������� �� �	�&�"
+� ���� ���� ��� ������� ���	� �� ψilq(t) �� 6���� ��� ��� ������
���������� �� �������,

• �>	��� r(x, y, z, t) 6� ����� φilq(x, y, z) ��

r(x, y, z, t) =

∞∑
q=0

∞∑
l=0

∞∑
i=0

rilq(t)φilq(x, y, z), ?1;@

+���� rilq(t)I
∫ 0

−Lz

∫ Ly

0

∫ Lx

0
r(x, y, z, t)φilq(x, y, z)dxdydz,

• ������
 ��� �����=��E� �&��
� 8/9 +��&� ���� ��� rilq(t)E�
�� 6� ����� �	 �� ����&����� 	����� Nx" Ny " ��� Nz ,

• 
������� ��� �������� �A������ �� ��� ���
 +��&� 	��������
��� ��+ �� &����������� 6� ����� ��������&� 
�����
 8G9,

• �		�� �A������ ?/@ ��� ��� ���������
����� �� φilq(x, y, z)E�
�� ��� �������� �A������ ��� ������� ��� �����+��� ���&��	���
�����
,

σψ
′

ilq(t) = −κλ
2
ilqψilq(t) + p̂ilq(t), and ψilq(0) = 0; ?1G@

+���� p̂ilq(t) =
∫ Ly

0

∫ Lx

0
p(x, y, t)φilq(x, y, 0)dxdy" * ≤ i

≤ Nx" * ≤ l ≤ Ny " ��� * ≤ q ≤ Nz "
• 36���� ��� ������� �������� �� ��&� ψilq(t)E� �� �����+���,

ψilq(t) =
1

σ

∫ t

0

p̂ilq(τ)e−
k
σ

λ2

ilq
(t−τ)

dτ. ?1/@

�A������ ?1/@ &�� 6� �		���� �� �6���� ��� ������������ ��
	����
���� +������ ��� ��
� ���	 ����������" ��� �A������ ?1G@ �� �		����
�� �6���� ��� ��������� ��
	������� ������6�����,

�
 	"����� ����������� �"�����
�� �� ��
# �����

���������" ��� ��� �	��� �&&�� �� ��� ������� &������ ��
	�+�� ����&��, !��&�" +� ��&�� �� ���������� ��� �������
��
	������� �� ��&� ���� &��� �� ��� ��	 �����&� ?$I*@ �� ���,
�����" +� 	������ ��� ���
������� ��� &��&������� ��� �������
������������ ��
	������� ��� ������� ��� &��������� 	��	����,

���" ��� ���� ���������� ��������
� ��� ������	�� ��� ���������
��� ���
�������, �������" ��� ��������� �������� �� �����,

�
%
 ����#� ����� &�������
�� ��# 
�� ���"�����!� '��� 	�����
�
D��� &��&������� ��� ������������ ��
	������� ������6�����"

��&� ������� ��H��� ���&���� �� ���� &��� �� � ���� ���	 ���&����,
!��&�" ��� &��������
 �� ��&� ψilq(∞) = p̂ilq(∞)/(kλ2

ilq) &��
6� �������&���� �6������ ���
 �A������ ?1/@ +������ ��� ��
� ���	
����������, ����� ����" 	������� φilq(x, y, z)E� ��� ψilq(∞)E� ����
�A������ ?10@" ��� ������� ������ ����� ������ ��
	�������" Tmn"
�� ���� &��� (m, n) �� ��� ��	 �����&� ��

T mn =
1

ΔxΔy

∫ (n+1)Δy

nΔy

∫ (m+1)Δx

mΔx

T̂ (x, y, 0,∞)dxdy

=

Ny−1∑
l=0

Nx−1∑
i=0

Kil cos

(
iπ(2m + 1)

2M

)
cos

(
lπ(2n + 1)

2N

)
,?1-@

+����

Kil =
P̂il

κ

Nz−1∑
q=0

Cilq

Nilq
, ?B*@

Cilq =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ΔxΔy

λ2

ilq

; i = 0, l = 0

4NLyΔx sin2( lπ
2N )

l2π2λ2

ilq

; i = 0, l �= 0

4MLxΔy sin2( iπ
2M )

i2π2λ2

ilq

; i �= 0, l = 0

16MNLxLy sin2( iπ
2M ) sin2( lπ

2N )
i2l2π4λ2

ilq

; i �= 0, l �= 0

?B1@

���

P̂il =

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

pmn cos

(
iπ(2m + 1)

2M

)
cos

(
lπ(2n + 1)

2N

)
. ?BB@

5����� �������&��� ��� ���������� ��������
� ��� &��&������� ���
������� ������ ����� ������ ��
	�������" +� 7��� 	��&��� ��� &���
������� �������� �� ���+ ��� 6���7� �� ��� ��
	������� &��&�������
���
���, 
�� ����� �� ��� ��
	������� &��&������� ���
��� &�� 6�
6������ 6� ��� �����+��� ������
,

�(����� %) �(� �������� ����!��
�� ����� �� �"����� ����#�
����� ����������� ��� ��!( ��
# !��� (m, n) �� ��
�� �(� ���
����# ��������
�� *
�( ����!��
�� ��
��� Nx+ Ny + ��# Nz 
� x�+
y�+ ��# z�#
��!�
��� 
� ����#�# ��∑

(i,l,q)∈S1

α1

i2l2λ2
ilq

+
∑

(i,q)∈S2

α2

i2λ2
i0q

+
∑

(l,q)∈S3

α3

l2λ2
0lq

+
∑
q∈S4

α4

λ2
00q

, ?B)@
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*(��� S1,[1, Nx] × (Ny,∞) × [0,∞) ∪ (Nx,∞) × [1, Ny] ×
[0,∞) ∪ [1, Nx] × [1, Ny] × (Nz,∞)+ S2,[1, Ny] × (Nz,∞) ∪
(Nx,∞) × [0,∞)+ S3,[1, Nx] × (Nz,∞) ∪ (Ny,∞) ×
[0,∞)+ S4,(Nz,∞)+ α1,128M2N2PT /(LxLyLzκπ4)+
α2,16M2PT /(LxLyLzκπ2)+ α3,16N2PT /(LxLyLzκπ2)+ ��#
α4,2PT /(LxLyLzκ)

��� �� ��� ��
������� �� �	�&�" ��� 	���� �� �������, 
�� �6���

������ ���+� ���� ��� ��&����� ���� �� ��� ����&����� ����� ��
��� ��
 6���� 
����� &�� 6� �� ��� ����� �� i2l2((iπ/L x)2 +
(lπ/L y)2 + λ2

zq
),


� &�
	��� ��� &��������� ����" +� ���� �6���� ��� ����&�����
����� 6���� �� ���
������� �� 8;9 �� �����+���,∑

(i,l)∈B1

β1

i2l2γil
+

∑
i∈B2,l=0

β2

i2γil
+

∑
i=0,l∈B3

β3

l2γil
, ?B0@

+���� γilI
√

(iπ/L x)2 + (lπ/L y)2" B1I(Nx,∞) × (Ny,∞)"
B2 = (Nx,∞)" B3I(Ny,∞)" β1I64M2N2PT /(LxLyκπ4)"
β2 = 8M2PT /(LxLyκπ2)" ��� β3 = 8N2PT /(LxLyκπ2),

��� 6���� ���+� ���� ��� ��&����� ���� �� ��� ����&�����

����� �� �����E� ���&���� 6���� ���
������� �� �� ��� ����� ��
i2l2

√
(iπ/L x)2 + (lπ/L y)2,


��������" ��� &��������&� ���� �� ��
 6���� 
����� �� 
�&�
������ ���� �����E� ���&���� 6���� 
����� 8;9, 
�� ������ ��
���� ��� ��
 6���� 
����� ��������� ��� ���������
�� �	�����
6���� ��� ��� �����
��� (��� #
����
�� �-���
��" ��� �6����� ���
&��������
 �� ������ ����� �������� 6� ����� ����� �	����� 6����
+��&� &�� ����� 7�� ��� �������	�&� �� ���� ��������� �A������, 3�
��� ����� ����" 8;9 &������&�� ��� �	����� �		��>�
���� ���&����
6� �		����� �����E� ���&���� �� �������E� �A������ +��&� ����
��� &������ ��� ��
	���� �����
�����, �� � ������" ��� ���������
�����E� ���&���� &���� ��� ����� 7�� ��� �������	�&� �� ���������
���� ��������� �A������ ��� �		��>�
����� ��� ��
	�������,

�� &��������&� ���� �� ��� ��
 6���� ���
������� �� ��� ����

������ ���� 8;9" ��� �>	���
����� ������� ���� ��
�������� ���� ��
&�� 
������� ��� ��
� �&&���&� �� 8;9 ���� �� ��� ����&����� 	����"
Nx �� Ny " �� ��� ���� ���� ��� ��
6�� �� ���������" M �� N ,
�������� ��� ����&����� 	����� NxNy &�� 6� ��� ���� ����

��� ��
6�� �� ���� &���� MN " ����� �� �� �&���� ��7&���&�
�
	����
��� ���� 8;9 �� +� ����&��� �		�� ��� �������� ��
 ��
�������� ��&� Tmn 6�&���� ��� �������� ��
 ���� 	�� �����
�� ��� ��	�� ���� +��� ��� ��
������� �� ��	�� ��� ���	�� ����
��� ��� �A���, 
� ����&�
� ���� ��
�������" +� 	������ ����
���������� ��������
� ��� ��� ��
 ���
������� +������ ��� ����
	������,

�
.
 &��� �"�����
�� 	����
�(�� ��� ��� &�������
��


� ��7&������ ������� ��� ���
������� �� ������ �����
��
	������� ������6�����" +� 7��� ������ � ������
��������
����>��+� 6���� ��
 ��=� ���������� ��������
 ��� ��� ������
�� ���	�� ���� 6���� ������ ���� ��� ������ �� ��	�� ����"
%/���0�&&�, 
���" 6���� �� %/���0�&&�" +� ������	 �������
������
�������� ��
 ��=� ���������� ��������
 ��� ��� ������
�� ���	�� ���� 6���� �
����� ���� ��� ������ �� ��	�� ����"
%/�0���&&�, �������" ����� �+� ��������
� ��� ���������� ��
&��&����� �A������� ?1-@ ��� ?BB@ 6� ��� ��+�&���
� 	��&�����"
��� ��� &�
	��������� &�
	��>��� �� ��� ��
 6���� ����
��
��
������ &�� 6� �������� �� 6� ���� O(MN log2 NxNy),

�1 %/���0�&&�) 
�� 	������	� �� %/���0�&&� ��

F k =

Nx−1∑
i=0

fie
j2πik/2M ; k = 0, · · · , 2M − 1, ?BC@

+���� Nx<M ��� ��&� �� 	�+�� �� 2" jI
√−1" ��� fiE� ���

F kE� ��� &�
	��> ��	�� ��� ���	�� ����" ���	�&������, ���&� ���
������ �� F kE� �� ������ ���� ��� ������ �� fiE�" ��� ������	������
���	 �� fiE� ���� �� �������� ��
 ��������
 ��� ���������� F kE�

+����
��� 2���>��+� %/���0�&&�
�����, Complex vector f with length Nx

-�����, Complex vector F with length 2M
1  ��
�
B fR I .�������	
�?f @ K
) L I 4M/Nx K
0 NSubDF T s I Nx/2 K
C '�� SubIndex I 0 �� NSubDF T s − 1
; k I L × SubIndex K
G i I B × SubIndex K
/ '�� SubK I 0 �� L − 1

- F [k] I F [k] J fR[i] J fR[i + 1] ×ej2π×SubK/L K
1* k I k J 1 K
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�
�� ?BC@ ��� ���������� ��� 7��� F
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���, ), ��
	��������� <�+ ���	�� �� %/���0�&&� ��� %/�0���&&� +��� Nx =

8 ��� M = 16, ?�@ 
�� %/���0�&&�, ?6@ 
�� %/�0���&&�,

������ 6� ������� �� ���� �����
�, 
��������" ��� %/���0�&&�
��������
" � 
���7�� ��
 ��������
" �� ������	�� �� ������ ��
��� B �� &��&����� �A������ ?BC@ +������ ������	������, �������"
��� L.�������	
�?f @M 	�����
� log2 Nx ��
�� �� ��� ����������
$��&��� ��

� 8-9 �� �A������ ?BC@ ��� �������� ��� ��	�� ����,

���" ��� %/���0�&&� ��������
 ��������� ��� ���	�� �� ����� L
��6 ���&���� ������� 
�������
� ?��
�@ �� ��� 6����
 ����� 6�
����� 0
�� )∼1;" ��� 	�����
� 0
�� 1G �� ��� ��� ���	�� �� ����
������,
�� �>�
	�� +��� M = 16 ��� Nx = 8 �� ����� �� ���, ),?�@"

����� ��� ) 6���&���� ������" ��� 0 ��6 ��
� �� ��� 6����
 �����,
����� 	�����
��� ��� ��������6�� ��������
 �� ��	�� ����" �+�
	����� ��� �>�&����, 
�� 7��� 	���� �� ���� 6� ����� 0
�� )∼1;
�� ���, B, 
���" ��� ��&��� 	���� �� �� ��� ���	�� �� ���� ������
6� �>�&����� ��� 6����
 �	 	��&����� �� �������� ��
 �� ������
�� 0
�� 1G �� ���, B,

�� &�
	��>��� �� %/���0�&&� �� O(M log2 Nx) 6�&����

����� ��� log2 Nx 6���&���� ������ ��� ��� &�
	��>��� �� ��&�
����� �� O(M),

�1 %/�0���&&�) 
�� 	������	� �� %/�0���&&� ��

F̂i =

M−1∑
m=0

f̂me
j2πim/2M ; i = 0, · · · , Nx − 1, ?B;@

+����M > Nx" ��� F̂i ��� f̂m ��� &�
	��> ���	�� ��� ���� ��	��
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log2(M/N x)+1 ��
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��6 ��
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 �	 	��&����� �� �		���� �� ��� ����
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+����
��� 2���>��+� %/�0���&&�

�����, Real vector f̂ with length M

-�����, Complex vector F̂ with length Nx
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�?f̂ @ K
) NSubDF T s = 2M/Nx K
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�� Subi < NSubDF T s
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B) (��&�
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���, 0, ���&����� �� %/�0���&&�,

�� �>�
	�� +��� M = 16 ��� Nx = 8 �� ���+� �� ���, ),?6@,
�� ��� 7��� 	����" ��� ��	�� ���� ��� ��������� 6� ����� ���
��������6�� ��������
" ��� ����� ��������� ���� ��� ��� ���� ���
&�����	������ %/���0�&&� 6��&=�, 
��� &�� 6� ���� 6� �����
0
�� )∼/ �� ���, 0, 
���" ��� ���	�� �� ��	 6��&= �� ��� ����� 1
�� ��&��� 	���� �� &��&������ 6�
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�� �6��� &�
	��������� <�+ �� ��� ��&��� 	���� �� ��

������
���
 0
�� -∼B; �� ���, 0,
��� ��� ������� &���" ��� ��6 ��
� �� ��&� ����� �� ���

��&��� 	���� &�� 6� �6������ 6� &�
6����� ����� ��6 ��
� ��
����� 	������� ����� +��� ��� ��
���� ���
��� �� �A������ ?BG@
6� ��	��&��� 1; �� 6� 2Nx" 4Nx" · · ·" 2M �� ��&� �����,

�� &�
	��������� &�
	��>��� �� 7��� 	���� �� O(M log2 Nx)
6�&���� ��� %/���0�&&� ���� �� 6� �>�&���� 2M/N x ��
��" ���
��&� &�
	��>��� �� O(Nx log2 Nx), 
�� &�
	��>��� �� O(M)
��� ��� ��&��� 	����, !��&�" ��� &�
	��������� &�
	��>��� ��
%/�0���&&� �� O(M log2 Nx),

!1 ����������� �"�����
��) 
�� ������� ������ ����� ������
��
	�������" Tmn" ���+� �� �A������ ?1-@" &�� 6� ��������� ��

T mn =
1

2
Re

{
F m,n + F 2M−(m+1),n

}
, ?B-@

+���� Re {·} �� ��� ���� 	��� �	������" ���
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Kile
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2N . ?)*@

!���" 0≤ k1≤2M−1" 0≤k2≤2N−1"KilIKile
j2πi/4Mej2πl/4N "

��� ��&� Kil �� �A��� �� �A������ ?B*@,
�� ��� �����+���" +� ��� ����� �� ������� ��� %/���0�&&� �����

����
 �� ������	 � ��+�&���
� 	��&����� �� &��&����� F k1,k2
E�,


�� KilE� &�� ���� 6� �6������ 6� ����� � ��
���� 	��&����� +���
��� %/�0���&&� ��������
, 
�� ��+�&���
� 6���� ./���0�&&�

����� ��� &��&������� F k1,k2

E� �� ��

������ �� ���, C, 0
��
B∼0 	�����
� %/���0�&&� �� ��&� ��+ �� ��� ��	�� 
����> K
+��&� ��&� ?i"l@ ����� �� �A��� �� Kil" ��� ���� 0
�� C∼G �		����

+����
��� 2���>��+� ./���0�&&�
�����, Complex matrix K with length Nx × Ny

-�����, Complex matrix F with length 2M×2N
1  ��
�
B '�� � I * �� Nx − 1

) TRow(i, 0 : 2N − 1) I %/���0�&&�
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K(i, 0 : Ny − 1)
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C '�� F I * �� 2N − 1
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%/���0�&&� �� ��&� &���
� �� ���	�� 
����> ��� ���
 ��� ��+
	��&����� �� �6���� ��� ������ 
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	��>��� �� ����������
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E� 6� ���� ��+�&���
� 	��&����� �� O(MN log2 Nx),
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������" � %/���0�&&� 6���� ��+�&���
� 	��&�����
&�� 6� ���� �� ��� ����� ������� F̂i,lE�, !�+����" ��� ���
 ��
�A������ ?B-@ &�� ��� 6� �������� �� &��&����� P̂ilE� 6�&���� ���
������� �� ����� ������� F̂i,lE� �� ��+ ��� &���
� ����&�����
��� ���� ���� 2M ��� 2N " ���	�&������, 
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���
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�� -∼B; �� ���, 0 ������ ��� ��+�&���
� 	��&����� �� F̂i,lE�,
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���� �� ��� �������� �� F k1,k2

E�" ��� &�
	��>��� ��� ��������
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�������� ���A���&� &�
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���&� ���� ��� ��&��� 	���� ���� �� 6� ��&�
	����, 
��������"
��� &�
	��>��� ��� &�
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������ �� O(MN log2 NxNy),

�
2
 �����
��� �
�����
��


� 	�����
 ��� ��������� ��
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